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マルコフ性をもたないとは, 簡単に言えば, ランダムウォークの振る舞い
が, 現在の状況だけでなく過去の挙動にも依存してしまうことをいう.
一般には, マルコフ性をもたないときにその解析は困難であるが, シェル
ピンスキーガスケットとよばれるフラクタル, およびその類似の空間にお
いては興味深い結果が得られることがわかっている.
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自分自身の軌跡と交わることを禁止したランダムウォークを
Self-avoiding walk という.
出発点以降すべての経路を覚えていないといけないという意味で, マルコ
フ性から最も遠い典型例である.
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Q. 歩数に対して出発点からの距離は平均してどの程度の速さで増加する
か？(平均２乗距離)

ω(n): sample path|ω(n)|: n歩目での原点からの距離
E[|ω(n)|2] ∼ n2µ, n → ∞

Zd上の Simple random walk のときは, µ = 1/2に対して

E[|ω(n)|2] ∼ n2µ, n → ∞
が成り立つ. このような定数 µのことを displacement exponent (変位の
指数)という. SAWでは, 変位の指数は次元に依存する.
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Q. グラフの各頂点の幅を 0に近づけたとき,　どのようなパスが得られ
るか？ (連続極限の存在)

δ

Zd上の　 Simple random walk は d-次元　 Brownian motion へ収束する.

Q. 連続極限が (存在するとして)原点付近でどのようなふるまいをする
か？(Short time behavior)

いくつかのモデルでは連続極限X(t), 変位の指数と同じ値 ν = µに対し
て, 次のような漸近挙動をしめすことがわかっている.

E[|X(t)|s] ∼ tsν , t ↓ 0, ∀s > 0.
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次元 変位の指数 連続極限
d = 1 µ = 1 自明 (等速直線運動)
d = 2 µ = 3/4 SLE8/3

d = 3 µ = 0.5876 · · · ？
d = 4 µ = 1/2+(補正項) BM
d ≥ 5 µ = 1/2 BM(Hara, Slade)

Self-avoiding walk は低次元空間において Simple random walk と大きく異
なる挙動を示す.
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シェルピンスキーガスケットと, その近似グラフ

O

a

b

F0
2−N

F1
1 2−1

FN

b

a

O
V0 = {O, a, b}, E0 = {(O, a), (O, b), (a, b)}, F0 = G(V0, E0)とおく.
N ≥ 1に対して, 各辺の中点を結んでできた, 一辺の長さ 2−N のグラフを,

FN = G(VN , EN )

と書く. ただし, VN , EN はそれぞれ FN の頂点全体, 辺全体を表す.
V∗ =

∪
N≥0 VN とおくとき, F = V∗をシェルピンスキーガスケットとよ

ぶ. ただし, V∗は, V∗の閉包を表す.

Q. FN 上の, Oから aへの自己回避ウォークXN に対して, N → ∞ (辺の
長さ 2−N → 0)としたとき極限は存在するか?存在するなら, その性質は?
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FN上の自己回避パス
w = (w(0), . . . , w(n)), n ∈ Nが FN 上の自己回避パスであるとは,

w(0) = O, w(i) ∈ VN , (w(i), w(i+ 1)) ∈ EN , w(i) ̸= w(j) (i ̸= j),
w(n) = a,

を満たすときにいう. wの長さ ℓを ℓ(w) = nと定める. このとき,

w(t) =


(i+ 1− t)w(t) + (t− i)w(i+ 1), i ≤ t < i+ 1,

i = 0, . . . , ℓ(w)− 1,

a, t ≥ ℓ(w).

とすると, wは単純曲線となる. F1上の自己回避パスは次の 10通り.

w1 w2 w3 w4 w5

w6 w7 w8 w9 w10
O

a

b
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自己回避ウォークの構成について

O

a

b

F0
2−N

F1
1 2−1

FN

b

a

O
P 1
1

P 2
1

タイプ 1

タイプ 2

. . .

. . .

p1 p2 p7

q10q2q1 p7
. . .

wN を各三角形ごとに区切った部分パスを, wN の切片とよぶ.

三角形のタイプを, 切片が 1歩のとき 1, 切片が 2歩のとき 2と定義.

の各切片が “細かい構造”(F1上の自己回避パスを 2−N 倍に縮小したも
の)に枝分かれしたものがwN+1である, ととらえる. 次で, 枝分かれの仕
方が従う分布 P 1

1 , P
2
1 を定義する.
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F1上の自己回避ウォークとパラメータ

pi, qi ≥ 0,
∑10

i=1 pi =
∑10

i=1 qi = 1, p8 = p9 = p10 = 0, が与えられたとき,

P 1
1 [wi] = pi, P 2

1 [wi] = qi

のように確率を定義する. (タイプ 1に pi, タイプ 2に qiが対応. )

w1 w2 w3 w4 w5

w6 w7 w8 w9 w10

O

a

b

w8 w8

w8

p8 = p9 = p10 = 0としたのは, 自己回避的（単純曲線）でないパスに枝

分かれしたものに正の確率を与えることを避けるため.

pi, qi (i = 1, . . . , 10)を “パラメータ”とみなす.
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“パラメータ”の例
例えば, pi, qi (= P 1

1 [wi], P
2
1 [wi])に

p1 =
1

2
, p2 = p3 = p7 =

2

15
, p4 = p5 = p6 =

1

30
, p8 = p9 = p10 = 0,

q1 =
1

9
, q2 = q3 = q7 =

11

90
, q4 = q5 = q6 =

2

45
, q7 =

8

45
, q8 =

2

9
,

q9 = q10 =
1

18
.

を代入すると, ループ・イレーズドウォーク (シンプルランダムウォーク
からサイズの大きい順にループを消去して得られたランダム・ウォーク)
[Hattori, Mizuno 14’], [Shinoda, Teufl, Wagner 14’] に相当する.

w1 w2 w3 w4 w5

w6 w7 w8 w9 w10
O

a

b

v

Lv
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確率測度P r
N (N ≥ 2)

FN 上のO → aの自己回避パス wに対して, その確率を

P r
N [w] =

∑
w′

P r
N−1[w

′]
k∏

j=1

P
r(j,w′)
1 [wj ],

と定める. ただし, 上式の和は FN−1上の (wより, ひとつ “粗い”)自己回
避パスで, 通過する一辺 2−N+1の三角形が wと等しいものにわたってと
り, r(j, w′)は w′によって定まる三角形のタイプ, wj は wの j個目の切
片（細かい構造）に対応した F1上の自己回避パスとする.

w

w1 w2

w3 w4

+ =⇒

w7

w10

P 1
2 [w] = p1p10p7 + p2q10p7

+p3p10q7 + p4q10q7
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歩数の分布と優臨界分枝過程
枝分かれによって “生まれる”三角形の個数の “平均”を λとおくと,

2 ≤ λ ≤ 3

が成り立つ. よって, FN 上の自己回避パス wに対して,

SN,r(w) = ♯{wが通過する一辺 2−N のタイプ rの三角形 }

とおけば,

{(SN,1(w), SN,2(w))}∞N=0

は 2タイプの優臨界分枝過程となる. またこのとき, SN,1(w) + 2SN,2(w)
は wN の全体の歩数を表す. 分枝過程の極限定理から, N → ∞のときの
歩数の分布の評価を得る.

O

a

b O

a

b

F0 FN

2−N

O

a

b

F1

1 2−1

(1, 1) (5, 1)(1, 0)
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連続極限

λ: 枝分かれによって “生まれる”三角形の個数の “平均”(2 ≤ λ ≤ 3).

タイプ 1の三角形, タイプ 2の三角形ともに, 一つ以上 “生まれる”
確率が正であることを仮定する (irreducible, positive regular).

このとき, FN 上の自己回避ウォークXN (t) = wN (t)に対して次が成り立
つ. このとき, 次の定理が成り立つ.

Theorem (連続極限)

ある F 上の連続な確率過程X が存在して, t > 0について一様に

XN (λN t) → X(t) a.s. as N → ∞.
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(1):二つの極端な場合

w1 w2 w3 w4 w5

w6 w7 w8 w9 w10

p1 + p2 + p3 + p4 = q1 + q2 + q3 + q4 = 1ならば, 確率 1で
{X(t) | t ∈ [0,∞)}は線分Oa.

p5 + p6 + p7 = q5 + · · ·+ q10 = 1ならば, 確率 1で,
{X(t) | t ∈ [0,∞)}は SG全体を埋め尽くす, ペアノ曲線.

XN は自己回避的だが, 極限X は自己回避的とは限らない. 自己回避的と
ならないのは, 空間全体を埋め尽くす, 自明な (deterministicな)場合のみ
か?→NO!!
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(2):（非自明な）自己回避過程

Theorem (自己回避性)

(i) p5 + p6 + p7 < 1, または (ii) p7 = 0, q5 + q6 + q7 + q8 = 0, が成り立つ
ならば, X は確率 1で自己回避的.

証明の流れ: 自己交差が起きる場合は次の 3通り:

(a) 一点に一定時間とどまる.

(b) F\Vmで交差する.

(c) Vm上で (異なる方向から近づいて)交差する.

それぞれの事象が起こる確率がいずれも 0であることを示して, 定理を証
明する. 定理の中の条件 (i), (ii)は (c)の場合の証明に用いる.

X(t) = X(t0)

O

a

b
(a) (b) (c)
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(3):自己交差を持つ場合
Theorem

(i) p5 + p6 + p7 = 1, かつ p7 + q7 + q8 > 0,

(ii) p5 + p6 + p7 = 1, かつ q5 + q6 + q7 > 0.

(i)または (ii)が成り立つとする. このとき, 連続極限X は確率 1で, 自己
交差をもつ.

(注: 自己回避的となるための条件は, (i) p5 + p6 + p7 < 1, または
(ii) p7 = 0, q5 + q6 + q7 + q8 = 0であった. )
例: (ii)とする. もし, 最初の枝分かれが w6 → (w5, w6, w7) → . . . のよう
であったら, 続くすべての枝分かれは P 1

1 に従うため, 極限X は yの異な
る両端から yへ到達する.

y y

O

a

b

y
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漸近挙動

Theorem (短時間挙動)

γ = log 2/ log λとする. このとき, 0 < p1 + · · ·+ p4, q1 + · · ·+ q4 < 1な
らば, 正定数 C1 = C1(p⃗, q⃗), C2 = C2(p⃗, q⃗) > 0が存在して, 任意の s > 0
に対して

C1 ≤ lim inf
t→0

E[|X(t)|s]
tγs

≤ lim sup
t→0

E[|X(t)|s]
tγs

≤ C2.

注: 条件 0 < p1 + · · ·+ p4, q1 + · · ·+ q4 < 1は, 指数型のタウバー型定理
を適用する際に用いる.
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3段シェルピンスキーガスケット

O

a

b

3−N

F
(3)
0

F
(3)
1

F
(3)
1 上の自己回避パスは 108本.∑
pi =

∑
qi = 1を満たす pi, qi ≥ 0, i = 1, . . . , 108によって F

(3)
1 上の確

率測度を構成.

P 1
1 [wi] = pi, P 2

1 [wi] = qi

のように確率を定義する. (タイプ 1に pi, タイプ 2に qiが対応. )

P r
N [w] =

∑
w′

P r
N−1[w

′]
k∏

j=1

P
r(j,w′)
1 [wj ],
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まとめ

● SG上でパラメータ付きの自己回避ウォークの族を構成することがで
きる.
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